SEMINARIO DI ANALISI MATEMATICA 
DIPARTIMENTO DI MATEMATICA 
DELL'UNIVERSITA' DI BOLOGNA 

Anno Accademico 1993-94 


Alberto Parmeggiani 


UN ESEMPIO DI GEOMETRIA 
SUB-UNITARIA STRATIFICATA 


10 marzo 1994 


Tecnoprint - Bologna 1994 


16 


Riassunto. Viene studiata la geometria subunitaria (nel senso di [P1]) del simbolo 
€ + (x1é2 — Mb)?. Si mostra l’esistenza di una "stratificazione" della geometria e si 
determina un raggio "critico" p-, dipendente dal centro 5° e R? xR? della palla 
subunitaria, tale che se p < pr /3 0 p 2 3pa allora B;(7°, p) e’ essenzialmente un 


rettangolo. 


Abstract. The subunit geometry (introduced in [P1]) of the symbol &2+(x1f2— Mb)? 
is studied. The existence of a "stratification" of the geometry is shown and a 
“critical' radius py is determined, depending on the center y° e R? x R? of the 


subunit ball, such that if p < per/3 Or p 2 Iper; B;(7°, p) is essentially a box. 


Illustrero' in queste pagine un fenomeno di stratificazione della geometria 
sub-unitaria tipico del caso pseudodifferenziale, senza precedenti nel caso dif- 
ferenziale. Daro' percio’ l'esempio di un simbolo pseudodifferenziale per il quale 
per ogni fissato centro (2°, £°) della palla subunitaria esiste un particolare raggio 
critico per tale che la palla subunitaria B, ((2°, e), p) non e’ comparabile ad un 
rettangolo per p » par. 

Nella prima parte microlocalizzero' il simbolo alle classi S?(1 x M) (si veda [F], 
[P1], [P2] per unrichiamo delle definizioni e termini, proprieta’ ed enunciati), nella 
seconda descrivero’ la geometria nel regime di transizione e nel terzo determinero' 
il raggio critico. L'esistenza di questo esempio prova che il Teorema di Struttura 
5.20 di [P1] e’ ottimale. 

L'esistenza di un numero limitato a priori di raggi critici e’ congetturata in [P3], 


lavoro al quale rimando il lettore interessato ai dettagli di quanto detto nel seguito. 


L'esempio e riduzione alle classi 52(1 x M). 
Sia {Q.},ez una partizione di R? x R? in blocchi disgiunti, con centro di 
Q., = (2°, €), tali che 


1 
diamQ, — 1, diameQ, — ri +|€)), 


IV Xioo, <C, 


dove C, > 0 e’ una costante assoluta, xa e’ la funzione caratteristica dell'insieme 


Q e 1050 e’ il dilatato di Q, tenuto fisso il centro, del fattore 103. 
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Ricordiamo che se M >> 1,0 < 6 < 1, m € R, diciamo che una funzione 
p e C®(R” x R") e’ un simbolo di S”°(8 x M$) se 

\020fp(2, 6)| < Cas(M8)®5-IM5) A, Va, A, V(x, €) € R" xR". 
Sia allora #2 un particolare punto di R, scelto in {re(t")}vez, con |g}| >> 1. Sia poi 
& € CP(R) con0 < & <1,6= 1 per |é» — 69] < C16g], & = 0 per |é — 8] 2 2C1&| 
(C > 1e' una costante assoluta). 


Sia a € C$°(R) definita da 


alta)= Ta 


e sia 
1 1 
Q= {(2,6) e R°xR}; |z1l, le < 1, fi] < TAL la - |< molta). 
(Si noti che £, € 7#(0) > I&l > 1621.) 
Pongo M := |é2|/10. Sia anche 8 € C5°(R) tale che 6 = 1 per | — 8| > C|éj, e 


B= 0per|é—&| < C|£8|/2. Notiamo che Q C Qu», dove centro(Qy) = (0,0,0, €). 


Definisco allora il simbolo pseudodifferenziale di S°(R? x R?) 
2 
p(2,6)= + (2122 a(t2)) B+A(6)fE+1 
E' allora chiaro che p e’ un simbolo pseudodifferenziale > 0 e subellittico (al quale 
verra’ occasionalmente associato l'operatore pseudodifferenziale (4do) secondo 
il Calcolo Classico o il Calcolo di Weyl. Si veda ad esempio [P2]). Inoltre su un 
grande dilatato Q** di Q si ha: 
pio--(2,é) € S°(1xM). 


Sia ora ®:R2 xR? — R? x R2? la trasformazione canonica definita da 


13) 


-& _ 
,é,M22) = (4,7). 


®:(21,22, é1, 6) > (21, M 


Si ha, con 
@ = 3(Q) = {(y,m) € R° xR?; |yil, lya] < 1, ml, Ira < M}, 
che ® e’ un diffeomorfismo simplettico tame (si veda [F] o [P2]) su Q, che 
P(2,t) > &+ M°(2122- 6) suQ eche 


(po 8 )y,7)=nt+(21m- Mb? suò, 
infatti su un dilatato di @, cond = M-1/2, 
Dal punto di vista operatoriale si ha la cosa seguente. Se Fs e’ l'operatore integrale 


di Fourier la cui relazione canonica e’ il grafico di ®, si ha, per lo "Sharp Egorov 


Principle" (si veda [F] o [F-Ph]), che 
Re(Fj o ((x°p) o ®-!)(y, Dj) o Fu, u) = Re((x°p)(2, Ds)u,u) +0(|ul?), 


dove x € C5°(intQ*) e u € C5°(R"). 
L'esempio la cui geometria subunitaria verra’ studiata al variare del raggio p 
sara’ quindi (usando le precedenti notazioni e dopo aver esteso p a tutto R? x R? 


in modo che risulti p € S2(1 x M)), si veda a riguardo [P1]): 
p(2, 8) = #7 + (2162 — Mb) 


su Q, blocco centrato in (0,0) € R? x R?, di dimensioni 1 x M, con1 >> b > 


cM(l-2)/2 (e e l'esponente di subellitticita’). 
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La "Stratificazione". 
Ricordo che se 0 < p € 52(Q) diro che g € C3(intQ**) e un simbolo subunitario 
per p (g € S(p,Q)), se 


(i) 19298 9(2, 6) < Cas(diamz@)"-!*(diampQ)!!9, |al +18 <2; 


(ii) g(2, 6) < p(e,é), V(2,é) c QU. 


H;(x,é) (il campo Hamiltoniano associato a g) e' detto campo vettoriale subunitario, 
e se T(t;29, 8°) e' una traiettoria spezzata subunitaria, T(0, 29, t°) = (0, #0) (e cioe’ È 


e’ definita da una famiglia di H,, q € S(p, Q)), si definisce 
Bp((29,6°), 1) = {(x,é) e R"° xR"; 30 come sopra con (2, é) = T(1,29,85)}; 


e, per0<p<1, 


Bp((29,€°), e) :== Bpe((29,6),1). 
Rimando a [P1], [P2] o [P3] per le principali proprieta’ degli oggetti sopra definiti. 


Definizione. Un sottoinsieme R C Q, blocco di dimensioni 1 x M, tale che R = 
IxB,conICRBCR x R? e’ definito essere una good band per 0 < p € S?(Q) 


([P1] o [P3]) se 
diam(I)  diam:,(Q), diam:,(B) — 6, diame(B) — MÉ, 
e, V(x,é) e R, 


(2,6) = & + 8°e(6,6)(t — M6K(21,22)) + (MEYV (21,22), 


con e € S%1x$ x M5), e > 0 ellittico, ie. e > 1, M5%b € S1(1x6 x M6), 


0<(M82)V e 5S2(1x5xM65)! 


In [P3] viene dimostrata, nelle ipotesi di subellitticita’, l'esistenza di una tale 
regione R. (Si veda [P3] per una descrizione della geometria associata ad R.) 


Siano 


0 
P1(72, 62) = 3/e Pi(11,02,62)dz1,  pi(c, 2) = (a+ 32,8). 


Descrivo ora B. (2° 20,89), 1)c con(x°,£°) = (2,0,0,0),1> 4 > 0, peruna opportuna 
scelta di u. Se I e’ un intervallo, I C_7:,(Q)*, tale che ||] - 1,0 I,ezi € 
I = |zi| > 1, allora in questo caso R = I xm(=,6)(Q). Siano è := Avz,er(b/21) e 
È := Ava,er(5°/27). Allora £ potra’ muoversi, usando i campi subunitari associati 


ad R, di una quantita’ 


= MAo= |t0|+|6— MB|+MV?-% » Mb. 


Percio' B, conterra’ sicuramente una regione di dimensioni 1 x MAo. Inoltre, 


poiche’ p(x,é) £ € + p1(x2, &), si ha immediatamente 
Bs C {(2,€); le-20|s1,lé- es Mb}. 


Si opera ora una decomposizione di C.Z. {Q,}, di Q (si veda [P2]) relativamente 


a p1(x, é2), con condizione di stop: 


diam:@, n Ao. 


1Dico che 


p(z112', 8) € ST (61 x 6, x M62) > 19% .02,81.(21,2°,€1)| < Caoy(M 636767 !l(M6,)!7. 
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Se 6, = diam;(Q.), si ottengono, considerando i Q, tali che {(,€); 2. = 0,f = 
0}NnQ., # De tralasciando i blocchi di indeterminazione, tre classi di blocchi B, 
Ba, B3, tali che: 

(i)Q, e BI Pio, ©' ellittico (cosicche’ si ha 6, > 51/2); 

(ii) Q, € B: «> Pile, e’ nonellittico-nondegenerato e bI/2 < &,<1; 

(iii) Q, € B}«> Pig, e’ nonellittico-nondegenerato e E° 1. 
Notiamo che se x; aumenta da 0 a 1, si passa da blocchi appartenenti a B} a blocchi 


appartenenti a B., e a B3, da cui segue 


Q, € Bi, Que Bi, i<j => me(Q) C Te(Qu) 


D'altra parte l'intervallo permesso a € in Qy (i.e. usando 


p'(c, €) = (diamzQ,)°t + pi(2, t2) ES p(2, È) 


poiche’ é, € Q, = J&| s M8,) e' M6,0(v) := Mb/6, (notiamo che M&,0(v) © 


Mb/,/x7 +6 per |r1] > 6,) e si ha che 
M6,0(v) 2 M6yo(1) 2 M5,0(1) 


per Q, € Bi, Qu € B2,Q, € B3 rispettivamente. Sia Qo il blocco contenente 7°. 
Operando una scelta di y (in modo tale che il tempo necessario per raggiungere 
blocchi Q,, nei quali ci si puo’ muovere nella direzione £ con la migliore velocita’ 
a disposizione sia » 1, e rimanga cosi’ un tempo arbitrariamente piccolo, quindi 
insufficiente per raggiungere punti "sopra" (2°, £°), ie. punti del tipo (20, £), con 
|É| il massimo possibile) si ottiene la "stratificazione" 


Bp(te”, #11) c Ù a, 


v=1l 


23 
dove {1,2,...,Umaz} = MUMUMe 
diamere(B;) >> diamere(B;) >> diamere(Bx) 


per i € Mi, j € Na, k € N. Poiche' (29, é°) € B, per un certo v € Ni, e punti di 
B,,v € N e é—altezza ? massima possono essere raggiunti, si ottiene che la palla 


subunitaria risulta essere "stratificata" nel suddetto senso. 


2Qui ed oltre definisco la £—altezza essere la distanza piu’ grande da £° ottenibile lungo 


traiettorie subunitarie nello spazio R° x R?. 
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Determinazione di per. 


Vogliamo ora provare che, considerando la palla subunitaria al variare del 
raggio p, esiste un raggio critico por, dipendente dal centro (29, £°), tale che per 
p< cpe e per p > Cha (cc C>0 costanti assolute) B,(7°, p) e’ essenzialmente 
un rettangolo. Notiamo che per ogni fissato centro (2°, t°) il numero di tali pa € 


limitato a-priori. Useremo le seguenti notazioni: I, = I, (29) = (2° - 0,22+0)e 


po(t2, É2) = (Avaer,pi) (22, É2). 


Considero allora, sul blocco Q di dimensioni 1 x M, centrato in (0, 0), l'operatore 


p°p(2, È). 


Assumo di essere nella seguente situazione (si veda l'ipotesi (A2v) di [P3]): 


(1) Pmin < P< Praz: 


D'altra parte, considerando pepsu Q,si ha che la decomposizione di C.Z. si ferma 
aQ, CQ0 perche’ p°p|g, e ellittico o perche’ P°Pio, e’ nondegenerato. 

Se Y° € Q., blocco sul quale p°pjg, e’ ellittico, la palla e’ un rettangolo, percio’ 
considerero' solo il caso in cui p°p|g, e’ nonellittico-nondegenerato. 

Poiche’ p°p(2,é) = p°& + p°pi(2,62), la nondegeneratezza-nonellittica si veri- 
fichera’ su un blocco Q, tale che dimensioni(Q,) > p x Mp. Abbiamo cosi’ la 
seguente prima condizione: supponiamo che 7° € Qi, con p°pjg, nonellittico- 


nondegenerato, allora si ha p°p(7°) < CM?p', i.e. 


2) p>o(at)= (EE us) 


da cui, se p £ c(7°), oppure p » 0(7°), la palla e’ un rettangolo. Infatti, poiche’ 


M°0(19) = p(1°) e p £ 0(1°) (0 p » 0(1°)) implica 
Pp(1°) < CM°pt= CRM < C'PMo(LP x P(19), 


si ha che p°p(7°) e' comparabile al massimo di p?p sul blocco Q, di dimensioni 
p x Mp. Poiche’ p°p e’ un polinomio, da cio' segue che la palla e’ un rettangolo. 
Per p > po = 0(7°)/C!?, si considera una decomposizione di C.Z. relativa a 


Pj(x2, 2). In questo caso 
È = p°p Il 4M2 — 
(3) p;(22, 62) = p°Pp(22,62) +( ap) = 


ia 2014 lil _ 
= p° (ut, — Mb) +30 8+ (MM = 


1 Mb \2 M?b? pt le] 
ni 4 CA ELLIS —————__ Sul AMA. 
p°(4 +32 )(£ a+ip) +19) + Mo) p 
Considero 
(0) 0î,p;(x2, €2) = 2p°o(u, P), dp} =0, 


dove o(4, p) := 42 + Ip? 
Si hanno allora i seguenti casi: 
(i) df.p} — pÎ in caso |u| < p; 
(ii) fp} — p° 1? in caso p < |pl. 
Nel caso (i) 


Mbu 
o(p, p) 


; Pe 
p;(v2, 62) > p*(t2— V+ {+ Ci ur. 
Nel caso (ii) 


Mbp 
o(4, p) 


0 
pp(12,&) > pu (2 V + {È + il) pr. 
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Ricordo che stiamo supponendo che p°p (e quindi pj) possa essere localizzato a 


Q, 3 9°, dimensioni(Q,) > p x Mp. Allora dev'essere, nel caso (i): 


Lu, + (0 Gi(p) < Ci; 


nel caso (ii): 


0 
+ (lc) < 01, 


dove Ci > 0 e’ una costante assoluta. 
Percio', se G1(p) > C-, per un'altra costante assoluta C2 > 0, si ha nel caso (i) che 
pj e’ ellittico e la palla e’ una rettangolo; se G2(p) > C2, di nuovo si ha ellitticita’ 
di p;. Lo stesso vale nel caso (ii). 
(Osservo che se G1(p) < Ci, allora si ha cheo 6/0? < C1/2,0(\€0|/(Mp))f < C1/2, 
oppure entrambi; lo stesso vale per G2(p) < Ci. Riguardo Gi(p) > C2, si ha che 
almeno uno tra 62/2 e (|£0|/(Mp)) e' maggiore o uguale a C2/2.) 
Ad ogni modo, le condizioni su Gi e G? determinano un intervallo di valori per 
p. Ora suppongo che 

DI 2 Po 


ed esamino i seguenti casi: 
(5) Ia <p, pe {p E R+; Gi(o) < Ci} := S(G1) 
(nel caso S(G1) N [lp|, pmaz] # 0); 


(6) — p € [po,|p]]M S(G2) 


(nel caso in cui l'intersezione sia non-vuota). 
Nel caso (5) pj e’ nondegenerato alla scala > pè x Mp? su un blocco Q7,, 72 € Qi, 


pj puo’ essere ellittico o nonellittico-nondegenerato su di. Essendo localizzabile 


a Q2,, si ha che 


p;(18) > e°(8- E) + Gi(0(Mp} < C(MEY, 


x P) 
i.e. 
1,8 bu \2 G 
mne Mo 


Se pj e’ ellittico su Qi, la palla e’ un rettangolo; se e’ nonellittico-nondegenerato, 


allora, in ogni caso, lo e’ per 
pelii= [|], pmaz] N S(G1) N S(H1) 


(un insieme eventualmente vuoto). Poiche’ Ci e’ intersezione di insiemi di livello 
di funzioni razionali di p, quozienti di polinomi di grado limitato a-priori (in- 
dipendente da 7° e b), si ha che C1 e’ costituito da un numero limitato a-priori di 
componenti connesse. 

Lo stesso vale nel caso (6), ed e’ cosi” possibile ottenere una condizione sulla 


corrispondente H2(p) : 


Mby 
o(4, p) 


p;(19) > pa (8 - } + G2(0)(Mp?)? < C(M(pu}), 


da cui segue 


0 
si Ra = Tap a so 


e la condizione 


p € C2 = [po lu] N S(G2) N S(Ha) 


(un insieme eventualmente vuoto). Come Ci, C3 consiste di un numero limitato 
a-priori di componenti connesse. (Nel caso sia pj(7?) > M?(pp)f, si ha che la 


palla e’ un rettangolo poiche’ si avrebbe che in (21,29; é°), per un certo #1 € I,, il 
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polinomio p°p1(x, 2) + (1€8|/M )* M? sarebbe comparabile al suo massimo su un 
blocco di dimensioni p|u| x Mp|ul.) 


Ora distinguo i seguenti casi: 


0) pe [po 3lWl1 N Ca 
(10) p e (C2 0 [zl ll) U (CA N lal,3lel) 
(11) p E [3]4], prma=] a) Ci 


(nel caso in cui questi insiemi siano non vuoti). 


CASO (9). Considero una decomposizione di C.Z. relativa a pPp:(x, €2). Sia Q, il 
blocco di C.Z. per il quale vale 72 € T(2,,6)(Q)- 

Poiche’ 9%.(0°p1) = 2p°zî, la "good band" A in questo caso ha dimensioni » 
pxplu|xMp|u|. Sia Mp|u|Ao la "£-altezza" data da R. La condizione di stop per 
la localizzazione di p°p1 in questo caso e': (diam:Q,) > Aoplul. 

Da I, C (34, tu] (possiamo supporre 4 > 0, come faremo d’ora in poi) segue che 
Ppi(2, 6) = Pa (&- M(6/21)) su ReVax € I,, da cui 


= - 79\1/2 
(12) MpuAo = |62|+ | — MB + Mpp(®-P) 


dove ora È := Avz;er,(0°/23) e d := Avz;er,(b/z1). Per avere informazioni sui : 
1€4p 1 1540 


blocchi di C.Z. relativi a p°p1 considero la regione 
(13) W={(2,t); lex— 20 <p, le2— 22) < cop, lé — €°| < cAoMpu} 
dove c > 0 e’ una costante assoluta (notiamo che 7(z,,6,)(W) C Qîr*). Sia poi 


N= {v; QNW #0, diam.Q, 2 puAo}. 
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(Notiamo che 7,,(Q8 N W) contiene un intervallo di diametro — 6.) 


Ora mostro che: 


Bs(1°, 9) © {(2,6); le — ef] Sp, le — 28 < plal, lE — € < Mplul}, 
oppure 
B(1°,p) = W. 
In entrambi i casi, la palla e’ un rettangolo. 


Suppongo che, per un certo v € N, P°Pile, sia ellittico. Allora si ha che 
d(PPue.)= 2x7 < C&, 


da cui segue, essendo |z1| > |y|suQ,NW, 5, 2 pal. 

D'altra parte e' p;(x2,62) < CM?p4,4, per cui, poiche’ 5,(x2, ©) > M?6t per 
(2, é2) € Tan )(@ NW), si ha 8, » pel. 

Allora Q, ha dimensioni » pu x Mpp. Sia ora W, = QUN R, e sia & € te(W,).Si 


ha che pj(22, &) > M°(pu)f, e che, scrivendo R?2 = Tzt)(A), 


Tan Pr (22, 2) > M°(pu}f. 


D'altra parte si ha: 


14 T2, 
sh; ZA star 


2 (8- 0% i choMpu)" +90 (8- —cAoMpp) +V(4, p)M°(pp}t » 
- P) ov) ” 


7 bu 
4, p) 


dove si e' posto V(4, i = B/(ui(u? + 102) + (I62/(Mpu)}f. 


Percio’ almeno uno dei termini 


- Pf (£-- x + AGM pu} +V(u, p)M°(pu)f > M%pp)t, 


Mby ), 2A 


AIM" (pp), V(u, p)M°(pu)° > 3eM (ou)*, 
o(4,p) 


2° (6 — 
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e la palla e’ essenzialmente un rettangolo di dimensioni — p x plu|l x Mp]|u|. (Nel 
caso sia p°u° (€ — M(bp/c(p, 2))) > &M*(pp)*/3, si ha pj(22,6) > M°(pp)°.) 
Suppongo ora che, per un certo v € N, P°P1|9, Sia nonellittico-nondegenerato a causa di 
92 (p°p1). Di nuovo si ottiene che 8, > pp. 

Fisso ora È € mg,(W,) per un tale v. Poiche’ pp: e' un polinomio, facendone la 


media rispetto a r1 su m,(Q8 N A) si ottiene che p;(22, 62) > M 2(pp)*, e quindi che 


. 1 M? A 
a pPi(02 È) (pu) 


Come prima si ha allora che la palla e’ un rettangolo di dimensioni — p Xx plul x 
Mp|ul. 

Suppongo infine che , per un certo v € N, P°Pijg, sia nonellittico-nondegenerato a causa 
di 6},. Allora la palla e' un rettangolo = W (in questo caso, 8-2 0d(pplo © P1°). 
Sia infatti B = {(2,6) € Q; 21 € L}eN'={v; QNBAA, miszen(0)0OR" # 0). 
Allora si ha che, per ogni v € N", é, > pp, e che 


Mb\2 
Pplens(2,6) = Pai(e- 7). 


Osserviamo che sappiamo gia’ che 
ta (Bp(1°,p)) CI(2)). 


Un simbolo q subordinato a p°p puo' essere scritto nella forma q1 + 92, Con gi 
subordinato a 2, e 9. subordinato ap*p1. Poiche’ p; e’ localizzabile alla scala 


ph x Mpu, e p°pi < Cp, si ha che (S e' una traiettoria subunitaria) 
1049(T(t;2°))| < Coll. 
Se denoto con I, la £— proiezione di I, si ha anche 


|as9(P(t29)| < C (AoMala] + |F2(t,19) - €°)). 
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Cio' prova (insieme ad un lemma di Gronwall) che anche in questo caso la palla 


e’ un rettangolo: 


Z((a0, €), p) = {(2,6); |21- 20) < p,le2- 28) < plpl, |E — £°| < AoMplul}. 


Cio’ conclude il Caso (9). 


CASO (11). In questo caso si ha che 0 € I o(29), e che 


pj(22,6) > p' (& _ Ma) +M°bp + (te. 
La £-altezza data dalla "good band" R e’ ora 

MpP Ao |e01 +16 — MB + mM(P- PR)". 
Notiamo che 


(15) By; ((22, 6), 1) % {(22, ©); |z2 Sei 2] < i, |É Re 123] < Mp°A1}, 


con 


MP Br = || + 1 = ME] MB | + 18] + MBPS 


b, 
o(4, p 
essendo, in questo caso, 


by Mby DI 1/2 1/2,3/2 
n= Mb < CM 
o(4,p) 


Inoltre Mè!?, Mi < M b!/2.01/? (poiche’ in questo caso H;(p) < C). Considero i 
seguenti due casi (la condizione di stop e’ ora data da: diam,Q,, » Aop°): 
(i) Mp° Ao 2 Mb!/?p!/2 (oppure Mp°Ay > M5!/2 91/2); 


(ii) Mp°Ao s MI/?2p!/2, 


32 


Poiche nel caso (i) Mp°Ao > Mp°Ao+ Mb!/2p}/2, si ha allora che 
Mp} Ao e |é2| + 188] + Mb!/2p!!2 


(infatti |£2 — MB| + Mb!/2p!/2 — || + Mb/2p1/2), che e' comparabile al massimo 
possibile (dato in (15)). Percio' nel caso (i) la palla e’ un rettangolo. 

Nel caso (ii) si ha che |€9|, |2 — M3| « Mb!/?p!/?, da cui segue che Mp4, > 
168] + Mp!/2b!/2. 


Considero ora le seguenti quantita’: 


(16) o1(p;) = Max pi(ea la) > p e* (16 - “x da+ + Mp3) + Mp » 
= Ser + 194 re = PAL dA È +5), 

e 

(05) = nt) (E e  a+ 7) 


Considero una decomposizione di CZ. relativa a p°pi. Sia @ un blocco di C.Z. 
tale che (0,0) € Q. Conseguentemente P°P.iò deve essere ellittico (nel presente 
caso (ii)) e dimensioni(Q) = (bp)!/? x. M(bp)!/?. Posso supporre che sia 80 € te(0) 
(altrimenti saremmo nel caso (i) considerato sopra: sarebbe |#0| > Mp!/25!/2 e 
percio” Mp°Ao > M(bp)!?). 
Considero allora i casi seguenti: 

(A) |é8] > CM(bp)?; 

(B) €] > M(bp)}!?; 

(C) £8 € me:(0) (ie. 168) < CM(bp)"2). 


(A): in questo caso si ha 


cip) — 02(p;) e MpA |&l. 


Poiche’ p°p; e’ un polinomio nonnegativo, si ha che 37) € 1L, (per esempio) tale 
che 
Po:(81,28, 69) > (Mot Ep. 
’ ’ Mp? 


Esiste allora un intorno di (21, 29, é°, £2) di dimensioni 


Ig . 2 1881 
Mpî “Me gp 


sul quale p°p1 > (Mp*)?(|€8|/(Mp?)}? = p*|€2|?, da cui segue la possibilita’ di 
muoversi, lungo traiettorie subunitarie, di un ordine comparabile a |£2| nelle vari- 


abili £, i.e. il massimo possibile. Percio' la palla e’ essenzialmente un rettangolo: 
B(1°,9) = {(2,6); lor — 2îl <p. le2 — 28 < P.le e) <|e8]}. 


(B): questo caso e’ completamente analogo al caso (A). 
C): in questo caso si ha che Mp°A1 > M5!/2p1/2 e' la massima é-—altezza permessa. 
q p P 
Poiche' ora |u| < 9/3, posso raggiungere z1 = 0 al tempo 3, e, usando l’ellitticita’ 
di p°P,jg, raggiungere tramite traiettorie subunitarie i punti di una regione di 
P Pil raggiung P 6 
dimensioni 


b1/2 b1/2 
avi pre X Mp 


Allora la palla e’ un rettangolo: 
Bs(1°,p) R {(2,6); lex — ef] < p,le2— 29 < pP,lé- ©] < MW 02}. 


Cio’ conclude il Caso (11). 


CASO (10). Questo caso da’ |u| come raggio critico. 
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Per completare la discussione, devo ancora considerare i seguenti casi (ricordo 
che p > po): 

zl) < po < Jul, le < po < 3lel, po 2 3lal. 
Nel primo caso le condizioni (9), (10) o (11) possono essere verificate, percio’ 
valgono le conclusioni del Caso (9), del Caso (10) e del Caso (11). 
Nel secondo caso la condizione (9) e’ vuota, mentre (10) o (11) possono essere 
verificate, dalla qual cosa seguono le conclusioni del Caso (10) e del Caso (11). 
Nel terzo caso solo la condizione (11) vale, da cui segue la conclusione del Caso 


(11). 


Riassumendo si ha il seguente 
Teorema. 


(1) Se p < |x|/3 la palla e' un rettangolo: 
B5(1°,1) ® {(2,6); lei 211 S ps le2— 29] < plul. |é — €°| < AoMplul} 


con Ao dato da (12); 


(2) se p > 3|w| la palla e' un rettangolo: 
B,a(09,1) = {(6,6); le1-20) < polo 22) < 0). 1€- 0 £ [60] + 1631 + MB291/2). 
Si ha quindi una "transizione" della geometria per: 


po = || = ef]. 
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